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和文要旨：
要旨　本稿では、（3×3）の一対比較値行列に限定して、サーティの誤差モデルの有効性を考察

する。数値的評価では、サーティの誤差モデルに基づき、誤差モデルの構成要素である重みと誤
差の 2要因に着目する。有効性の指標として、誤差モデルにおける重みの存在の有無を第 1の指
標とする。緩和な整合性基準とサーティの整合性指標 C.I.を対照とする。

英文要旨：
Abstract　In this paper ,we have pairwise comparison value matrices with the size of 3.We 

consider and investigate the effectiveness of the Saaty’s error’s model. We discuss at the 
effectiveness of Saaty’s model , based on the numerical evaluation . We utilize Saaty’s C.I. and 
the relaxant consistency as the control of the territory of Saaty’s model.
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1 ．はじめに
AHP（Analytic Hierarchy Process）方式で

は、通常、一対比較値集合（一対比較値行列全
体も含む）に対して信頼性を診る点検として、
サーティの整合性指標 C.I. （Consistency 
Index）が適用される。C.Iは、方向性を持た
ない包括的指標であることが知られている。一
方、AHP 方式が抱える、評点の値域としての
上限（評点 9が最大値）、離散化（整数値）の
制限が強いため奇異な一対比較値行列を生成す
ることがある（田中（2007b））。本稿では、比較
項目数が 3 である一対比較値行列を対象とす
る。その理由は、項目対比較において推移則が
成立する最小単位が 3項目であり、項目数に起
因する撹乱因子の影響を排除できる点にある。

田中（2014）は、一対比較値行列（3×3）が非巡回
有向の場合について、緩和な整合性指標が
C.I.に比較して良好に作動する状況を見出し
た。本稿においては、非巡回有向の一対比較値
行列（3×3）において、サーティの誤差モデルが
有効に作動するか否か、モデルの構成要素であ
る、重みと誤差の 2要因をとりあげて、数値的
評価を通して検討する。数値評価では、サーティ
の誤差モデルにおいて重みの存在の有無を第 1
の指標とする。C.I. と緩和な整合性指標（2007b）
を参照として、数値的な吟味を通して考察する。

2 . 評点化過程と重要度の導入
比較対象の 3項目に対する一対比較では、下
記の手順（1）,（2）を通して、一対比較値行列
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Aを得る。
A4 = { aij }　　　　　　　　　　　
　ここに、i,j = 1,2,3 に対し、
　　aij

-1 ＝ aji ,   aii＝1　　　　　　　　  （1）
　　max（aji、aij）∈ {1、・・・、9}　　 （2）

評点 aijは、逆数対称化（1）、離散化に伴う
値域の有界性（2）の縛りを受けることに留意
する。

サーティによる AHPでは、次の 2つの想定
が重要である。
①比較対象の 3項目に対し、評価者の有する潜
在的な重要度（以下､ 重み）W＝ {wi}を導
入する。
②潜在的な（真の）重み {wi}に基づいて、比
尺度性の想定もとで項目対の相対評価がなさ
れる。
　　aij ≒（wi / wj）　　　　　　　　　　（3）

一対比較値の評点化過程を図 1に示す（田中
（2007b）など）。

3 ．サーティの整合性指標 C.I. と緩和な整
合性基準

図 1に基づき、一対比較値の生成について考
える。誤差モデル（4）は重要度（以降、重み）
Wを変量ではなく母数として扱うことに留意
する。すなわち、重みW＝ {wi}は、評価者固
有の固定値であり、一対比較の実施に対し不変
とする。
本報告では、評点 aijに対して、誤差モデル（4）

を想定する。
　　aij =（wi / wj）・εij　　　　　　　　 （4）
ここに、E＝ {εij }は AHP方式に付随する

制約（離散化など）の調整を含む誤差を表す。

重みの推定は、Saatyの固有値法で得られる
のが通常である。
〔固有値法〕
AUmax＝λmax・Umax　　　　　  　　　　（5）

ここに、λmax：Aの最大固有値、Umax：λmax

に対応する主固有ベクトル、Umax　＝ { ui }。
uiを第 i項目の重みとする。固有値法で求めら
れた uiを重み wiの推定値と考えることができ
る。

一対比較値の整合性の点検には、サーティの
整合性指標 C.I.（Consistency Index）が用い
られる。

C.I.＝（λmax―3）/（3－ 1）　　　　　  （6）
λmax＝3＋∑∑（ ui － aij　uj ）2 / （aij　ui uj） （7）
相対残差
　eij＝ aij/ （ui / uj ）　　　　　　　　　　（8）
で表すとき、
　C.I.＝∑∑（eij―1）/{2・3C2}　　　  　　（9）
を得る（仁科・柴山（1992）、田中（2007b））。

サーティの経験則によれば、C.I.≦ 0.1 のと
き、サーティの意味の整合性が認められるとす
る。
項目数 3のとき、C.I.≦ 0.1 の成立は、すな
わち△ abcでは、
　　3.78－ 1 ≦ ab/c≦ 3.78　　　　　　  （10）

が成立することと同等である（小澤（2004）、
田中（2009））。ここに、3項目を①、②、③と
表し、①→②、②→③、③→①の順序が成立す
るとする。3項目の一対比較値行列 A3 を巡回
有向グラフで考える。a,b,cはそれぞれ①→②、
②→③、③→①に対応する評点とする。　以降
では、便宜的に a12、a23、a31 の代用として a, b, 
cを用いて、評点に表される行列を△ abcと記す。

｢緩和な整合性基準｣

所与の△ abcに対し、下記の条件が成立する
とき、緩和な整合性基準を満足する（田中
（2009a））。

　　max（a,b）≦ c
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4 ．非巡回有向の一対比較値行列（3× 3）
とC.I. 

本節では、一対比較値行列△ abcが非巡回有
向となる C.I.の挙動を調べる。ここに、a≧ 1、
b≧ 1、c≧ 1。

このとき、主固有値λ、重みの推定値 {ui}、
と C.I.は、それぞれ次の通りである。

δ＝ abc-1

λ＝　1＋δ 1/3 ＋δ -1/3

C.I.=　{-2 ＋δ1/3 ＋δ-1/3 }/2
u1 ＝ {aδ－1－a（1-λ）}/T、u2 ＝（λ -2）λ /T、
u3 ＝ {b－ 1 δ－ b－ 1（1-λ）}/T
　ここに、T= aδ－ 1 －a（1-λ）＋（λ-2）

λ ＋ b－ 1δ－ b－ 1（1-λ）　

上記の結果から、事実 1、事実 2、事実 3が
得られる。

｢事実 1｣
主固有値λは 3 以上である。等号はδ=1

（abc-1=1）のときに成立する。

｢事実 2｣
C.I.は非負であり、abc-1 の関数である。
abc-1 ≧ 1 のとき、単調増加となる。abc-1 ＜ 1

のとき、単調減少となる（田中（2007a））。

｢事実 3｣
u1 ≧ u3、等号は a=1、b=1、c=1 のときに成立。
｢証明｣
ここでは、u1 と u3 の大小比較においては、

分母は Tと共通であるので、分子のみにて比
較する。

u1 ＝ aδ -1 ＋ a（λ -1）
u3 ＝ b-1 δ＋ b-1（λ -1）
u1- u3 ＝ aδ-1-b-1δ＋（a-b-1）（λ -1）
　　  ＝ b-1c- ac-1 ＋（a-b-1）（λ -1）
　　　　　　　　　　　　　 （abc-1=δより）
　　  =b-1（c-c-1）+（a-b-1）（λ -1-c-1）
右辺の第 1項は非負（c=1 のとき、ゼロ）で
あり、第 2項は非負（λ≧ 3より）である（a=b=1
のときゼロ）。したがって、
　u1- u3 ≧ 0 より、

　u1 ≧ u3 を得る。

ここでは、一対比較値行列（3× 3）と C.I.の
関係を調べる。一対比較値行列△ abcを有向グ
ラフで表す（図 2）。

1 

2 
3 

a 

図 2　非巡回有向（3× 3）：△ abc

以下、田中（2007b）にしたがって、一対比
較値行列△ abcの C.I.に及ぼす影響を与えるた
めに、C.I.≦αを満足する評点の組（a,b,c）の
数を調べる（表 1を参照）。

表 1．C.I. ≦αを満足する評点の組（a,b,c）の数
（田中（2007b））

  0.1  =0  C.I.> 0.1
 5  1   76
  16  2    65
  25    2   56
  32     3   49
 39  2   42
  43  4   38
  48  2 33
  52  4 29
  54  3   27

 
314   23  415

表 1によると、非巡回有向の一対比較値行列
（3× 3）での評点の組のなかで、C.I.基準で整
合性が認められる組数は、すなわち C.I.≦ 0.1
を満足する評点の組（a,b,c）の数は全ての 729
組のうち 314 組と 43.1％であった。整合性を満
足する組は、cの評点に対して増加傾向にあり、
c=9 では、81 通りの内 54 通りで、66.7％であっ
た。c=1,2 は整合性を満足する組は僅か 5 組、
16 組で、それぞれ 0.6％、2.0％であった。
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5 ．サーティの誤差モデルの守備範囲
　　 : 　1つの定式化
本節では、3項目からなる一対比較値行列に
対する、サーティの誤差モデルの有効性を考察・
吟味するため、数値評価の設計について考察す
る。誤差εijの大きさが 1/2 以上で 2 未満であ
ることを要請する。

A3（a,b,c） が所与のとき、重みをW =（w1,,w2,w3）
の存在、下記の制約条件を満足する重みW（実
行可能解）、を確かめることで、サーティの誤
差モデルの守備範囲とする。本稿では、誤差の
出現はε12 のみに限定する。

（1）定式化では、実行可能解 wは次の条件
を満たさなければならない。

　J（a）　＞　w1　/w2　ε12　≧　a-1/2　（c1）
　J（b）　＞　w2　/w3　ε23　≧　b-1/2　（c2）
　J（c） 　＞　w1　/w3　ε13　≧　c-1/2　（c3）

　　　J（a）＝ a＋ 1/2　a∈〔1,2,3,4,5,6,7,8〕
　 　　　　＝∞　　　a=9
　　　J（b）＝ b＋ 1/2　b∈〔1,2,3,4,5,6,7,8〕
　 　　　　＝∞　　　b=9
　　　J（c）＝ c＋ 1/2　c∈〔1,2,3,4,5,6,7,8〕
　 　　　　＝∞　　　c=9
ここに、
　w1 ＋ w2 ＋ w3 ＝ 1
　w1 ≧ w2 ≧ w3 ≧ 0

上記の制約を満たす重み wの存在領域は、

R1:T（A3（a,b,c）,ε12,ε23,ε13）
と表すことにする。

（2）誤差ε12の値を与える（ε23＝1,ε13＝1）。
　①ε12 ＝ 1
　②ε12 ＝ 2
　③ε12 ＝ 1/2

このとき、以下の注意が必要である。
誤差ε12 の値によって、重みの存在領域が変化
する。ここでは、aの場合をとりあげて、誤差
ε12（1/2,1,2）の影響を調べる。b,cの場合も同
様の傾向を示す。より詳しくは、次のように、
a値が 1の場合と 2以上の場合とで、存在領域
の形が異なる（図 3,4）。図 3,図 4での記号は、
① 2（a-1/2）, ② a+1/2, ③ a-1/2, ④（a+1/2）/2 を
表す。

W2 

O W1 

2 (a+1/2)

(a-1/2)/2

 

 

 

図 3.　重みの存在領域：a=1

W2 

O W1 

2(a+1/2)

(a-1/2)/2

図 4.　重みの存在領域：a=2 ～ 9.

上記の注意にしたがうとき、重みの存在領域
を、誤差ε（=s）の条件付の和集合として表す。

　　∪　T（A3（a,b,c）,s）
　2>s>1/2
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ここに、
　T（A3（a,b,c）,s）
　＝ T（A3（a,b,c）,ε12=s,ε23=1,ε13=1）

本稿では、重みの存在領域を、誤差の大きさ
の値別に求める。その理由は、条件付きで扱う
ことで、線形不等式の制約の記述が可能となり、
実行可能解を得ることができる。したがって、
ε12 ＝ 1/2、1,2 のそれぞれ場合を取り扱うこと
になる。以下に、例として、ε12 ＝ 2 の場合に
ついての定式化を与える。ここに、求める重み
の存在領域は、

R2：T（A3（a,b,c）,2）
と表す。因みに、ε12=1,ε23=1,ε13 ＝ 1のとき、
重みの存在領域は

R3：T（A3（a,b,c）,1）
と表す。

ε12 ＝ 2（ε23 ＝ 1、ε13 ＝ 1）の場合の定式化
では、次の条件を満たさなければならない。

　J（a）　＞　2・w1　/w2　　≧ 　a-1/2
　J（b）　＞　　  w2　/w3　　≧ 　b-1/2
　J（c）　＞　　  w1　/w3　　≧ 　c-1/2

　　J（a）＝ a＋ 1/2　a∈〔1,2,3,4,5,6,7,8〕
　　　　　＝∞　　 　a=9
　　J（b）＝ b＋ 1/2　b∈〔1,2,3,4,5,6,7,8〕
　　　　　＝∞　　 　b=9
　　J（c）＝ c＋ 1/2　c∈〔1,2,3,4,5,6,7,8〕
　　　　　＝∞　　 　c=9

ここに、
w1 ＋ w2 ＋ w3 ＝ 1
w1 ≧ w2 ≧ w3 ≧ 0

評点 a,b,cの値によって、実行可能解を得る
線形不等式の制約が異なることに注意が要る。
次いで、実際に実行可能解を求めるために、下
記に制約式を書き直す。

（i）a≠ 9、b≠ 9、c≠ 9の場合、

 -2w1 ＋ （a+1/2） w2 ＞　0 （c1a）

 2w1 － （a-1/2） w2 ≧　0 （c1b）
 -w2 ＋ （b+1/2） w3  ＞　0 （c2a）
 w2 － （b-1/2） w3 ≧　0 （c2b）
 -w1 ＋ （c+1/2） w3 ＞　0 （c3a）
 w1 － （c-1/2） w3 ≧　0 （c3b）

ここに、
　w1 ＋ w2 ＋ w3 ＝ 1
　w1 ≧ w2 ≧ w3 ≧ 0

（ii）評点 a,b,cのいずれかが 9のとき、上記の（i）
の上限に対応する制約式（c1a）,（c2a）,（c3a）
を除くことになる。

重み {wi}の生起領域の包含関係は次の通り
である（図 5）。ここに、R⊃ R1 ⊃ R2 ⊃ R3。

R 

R1 

R2

R3 

図 5. 重み {wi} の生起領域の包含関係　

6．数値評価

本節では、5節での検討をもとに、下記の設
計にしたがって、所与のある△ abcに対して、
数値評価を実施する。

（1）設計
a.　非巡回有向となる A3 の評点値
　　①　評点 a＝ 9をとる場合
　　②　評点 b＝ 9をとる場合
　　③　評点 c＝ 1をとる場合
b.　評価指標
誤差ε12 ＝ 1,2,1/2 に対するサーティ誤差モ
デルとしての、重み wの存在の有無
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c.　整合性指標
　　C.I.と緩和な整合性基準

以下に、3通りの A3 を与える。x値は 1～ 9
をとる。

①評点値 a12 ＝ 9 の場合

1 

2 
3 

9 

②評点値 a13 ＝ 9 の場合

1 

2 
3 

x 

 

9 

③評点値 a13 ＝ 1 の場合

1 

2 
3 

x 

 

1 

（2）　数値評価
6 節の（1）の設計にしたがう。所与である
△ abcにおいて、5 節での線形不等式制約を満
たす実行可能解を得る。以下、結果を要約する。
ここに、表 2～表 4での表示で、○は各条件
を満足すること、また×は満足しないことを意
味する。図 6～ 8での表示で、斜線部は実行可
能解である重みの存在領域を意味する。横軸は
w1 を表し、縦軸は w2 を表す。

①評点値 a＝ 9の場合
表 2では、誤差の大きさ（ε12 ＝ 1/2、1,2 ）

に関係なく、（9,9,9）を除くすべての一対比較
値行列で、実行可能解が存在せず、したがって
制約条件を満たす重みが存在しないことが読み
取れる。重みの固有値解での順序逆転は、
（9,1,1）、（9,2,2）のみに発生し、他の一対比較
値行列では順序逆転は発生していない。唯一、
重みの存在がある（9,9,9）では、C.I.基準では
不整合を示すが、緩和な整合性基準では認める
結果となることは興味深い。（9,9,9）の例で、
重みの存在が図示される（図 6、図 7）。 
②評点値 c＝ 9の場合
表 3 では、（1,1,9）、（2,2,9）、（3,3,9））を除
くと誤差の大きさ（ε12 ＝ 1/2、1,2 ）に関係な
く、すべての一対比較値行列で、実行可能解が
存在する。すべての場合において、重みの固有
値解での順序逆転と緩和な整合性基準はすべて
受容する。C.I.基準では、（3,3,9）,（4,4,9）,（5,5,9）
のみで整合を示す。
③評点値 c＝ 1の場合
表 4では、（6,6,1）、（7,7,1）、（8,8,1）、（9,9,1）
を除くと誤差の大きさ（ε12 ＝ 1/2、1,2 ）のい
ずれかで、残りの一対比較値行列で、実行可能
解が存在する。すべての場合において、重みの
固有値解での順序逆転と緩和な整合性基準はす
べて受容する。C.I.基準では、（1,1,1）,（2,2,2）,
のみで整合を示す。（1,1,1）の例では、重みの
存在が図示される（図 8）。
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表 2.　サーティの誤差モデルの守備範囲：a＝ 9の場合

X 
  

 

abc 

(a,b,c) 

ε12 1/2 ε12 1 ε12 2 
 

  

C.I.
 

 (9,1,1)    u2 u3   
 (9,2,2)   u2 u3   
 (9,3,3)       
 (9,4,4)       
 (9,5,5)       
 (9,6,6)       
 (9,7,7)       
 (9,8,8)       
 (9,9,9)       

表 3.　サーティの誤差モデルの守備範囲：c＝ 9の場合

X 
  

 

abc 

(a,b,c) 

ε12 1/2 ε12 1 ε12 2 
 

  

C.I.
 

 (1,1,9)       
 (2,2,9)      
 (3,3,9)      
 (4,4,9)     
 (5,5,9)      
 (6,6,9)       
 (7,7,9)      
 (8,8,9)      
 (9,9,9)       

37一対比較値行列（3× 3）におけるサーティの誤差モデルの有効性について



表 4.　サーティの誤差モデルの守備範囲：評点値 c＝ 1の場合

X 
  

 

abc 

(a,b,c) 

ε12 1/2 ε12 1 ε12 2 
 

  

C.I.
 

 (1,1,1)      
 (2,2,1)      
 (3,3,1)      
 (4,4,1)     
 (5,5,1)      
 (6,6,1)       
 (7,7,1)      
 (8,8,1)      
 (9,9,1)       

図 6.　実行可能解Wの存在領域（斜線部）：：a＝ 9, b ＝ 9, c ＝ 9、ε12 ＝ 1 の場合
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図 7.　実行可能解Wの存在領域（斜線部）：：a＝ 9, b ＝ 9, c ＝ 9、ε12 ＝ 2 の場合

図 8.　実行可能解Wの存在領域（斜線部）：：a＝ 1, b ＝ 1, c ＝ 1、ε12 ＝ 1 の場合
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7 ．おわりに
本稿では、比較項目数を 3とする一対比較値
行列をとりあげて、サーティの誤差モデルの有
効性について、モデルの構成要素である、重み
と誤差の 2要因に着目して数値的評価を実施し
た。その際、サーティの誤差モデルにおいて重
みの存在の有無を第 1の指標とした。比較対照
としてサーティの整合性指標 C.I.に加えて、
緩和な整合性指標（田中（2007b））と重みの
固有値解での順序逆転を適用した。数値験証の
結果、一対比較値行列の要素がすべて 9の場合
で、重みの存在が示されて、順序逆転と緩和な
整合性基準で受容され、C.I.基準で不整合を示
すことは興味深い。また、すべての要素が 1の
場合では、重みの存在が示されて、順序逆転と
緩和な整合性基準と C.I.基準で受容された。
今回の結果から、C.I.基準と重みの存在条件の
不一致が見られるが、a13 ＝ 1 の場合では、多
くの一対比較値行列で C.I.基準が誤差モデル
での重みの存在条件に合致する数値結果を得て
いる。今後は、比較項目数が 3のときの一対比
較値行列において実効のある成果を得るために
は、サーティの誤差モデルでの誤差の大きさに
対し多様な値を用意した、重みの実効可能解の
有無を調べる必要がある。そのためには、今回
の知見を活かした、適切な設計のもとで多くの
数値験証を行い、理論的な見通しを得ることが
要請される。
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